
IV етап Всеукраїнської олiмпiади з iнформатики 2023-2024
Чернiвцi, Україна, 29 березня - 2 квiтня 2024

Задача 1A. Точки на прямiй
Автор задачi: Матвiй Асландуков

Задачу пiдготував: Костянтин Денисов
Розбiр написав: Костянтин Денисов

Блок 1
Для вирiшення цього блоку достатньо перебрати всi можливi пари i, j та за n запитiв перевiрити

чи всi точки знаходяться мiж цiєю парою. Тодi матимемо рiшення за n3 запитiв, що з великим
запасом проходить цей блок.

Блок 2
Нехай ми знаємо лише одне число x з шуканої пари точок x, y, тобто одну з крайнiх точок.

Знайдемо y. Будемо поступово розглядати точки вiд точок з меншими iндексами до бiльших i при
цьому пiдтримуватимемо точку v, що вiдрiзок з точок x, v мiстить всi точки, що обробленi на даний
момент. Початково покладемо v := x. Далi коли приходить нова точка i, то перевiряємо запитом,
чи точка i знаходиться мiж точками x та v. Якщо не знаходиться, то присвоїмо v := i, оскiльки
пара точок v, x вже не мiстить нової точки i. В iншому випадку v змiнювати не треба. Таким чином
пiсля оброблення всiх точок, то мiж парами точок x, v будуть знаходитися всi iншi i таким чином
ми знайшли y = v.

Оскiльки ми не знаємо x, то будемо його перебирати. Для кожного x запустимо алгоритм зна-
ходження y (припускаючи, що x — крайня точка) та додатково за n запитiв перевiримо, чи дiйсно
мiж парою точок x, y знаходяться всi iншi точки (перевiрка припущення). Тодi маємо рiшення, що
виконує 2n2 запитiв, що вкладається в заданий лiмiт.

Блок 3
Поступово розглядатимемо нашi точки й пiдтримуватимемо пару точок x, y, що всi розглянутi

точки знаходяться мiж ними. Нехай розглядаємо точку i, тодi запитом дiзнаємося, чи ця точка
знаходиться мiж поточною парою точок x, y. Якщо знаходиться, то очевидно, що оновлювати пару
x, y з надходженням цiєї нової точки не треба. Якщо ж не знаходиться, то дiзнаємося запитом, чи
точка y знаходиться мiж парою точок x, i. Якщо знаходиться, то мiж парою точок x, i знаходяться
всi розглянутi точки, iнакше мiж парою точок y, i. Коли розглядаємо нову точку, то в гiршому
випадку витрачаємо 2 запити, щоб оновити поточну пару точок, що мiстить всi iншi. Тодi маємо
рiшення, що використовує не бiльше 2 · n запитiв.

Блок 6
Рiшення на повний бал є покращенням рiшення з блоку 3, тому варто спершу прочитати його.
Нехай m — кiлькiсть точок, на яких ми витратили 2 запити, щоб оновити поточну пару x, y.

Iншими словами, це такi точки, що поточний максимум або мiнiмум координат розглянутих точок
змiнився. Було б добре, якби таких точок було небагато.

Давайте спробуємо переглядати нашi точки в рандомному порядку, а не в фiксованому. Ви-
являється, що очiкувана кiлькiсть оновлень префiксних максимумiв у рандомному масивi буде
O(log(n)). Аналогiчно маємо з мiнiмумами. Тодi якщо переглядати нашi точки в рандомному по-
рядку, то очiкуване значення m буде O(log(n)). Тодi матимемо рiшення, що очiкувано використовує
n+O(log(n)) запитiв, що на практицi з запасом понад у 2000 запитiв вкладається в заданий лiмiт.
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Задача 1B. Подарунок Ледi
Автор задачi: Андрiй Куц

Задачу пiдготував: Андрiй Куц
Розбiр написав: Андрiй Куц

Блок 1
У першому блоцi n 6 5 та q = 0, а це означає двi речi:

1. Через те, що нам вiдомi усi рядки, ми знаємо символ у кожному вузлi. Символ у вузлi пiд
номером i дорiвнює першому символу в рядку i.

2. У кожного вузла є n варiантiв, куди може вести зв’язок з цього вузла. Тому сумарна кiлькiсть
мереж, не враховуючи символи в вузлах, дорiвнює nn.

Маючи цi два факти, ми можемо написати просте рiшення.
Спочатку знаходимо символи у кожному вузлi. Потiм перебираємо усi варiанти зв’язкiв. Це

можна зробити рекурсiєю або будь-яким iншим методом.
Потiм для кожного варiанта перевiряємо, чи згенерована таблиця збiгається з тою, що у вхiдних

даних. Якщо так, виводимо символи та зв’язки цiєї мережi та закiнчуємо виконання. Якщо нi,
продовжуємо пошук.

Асимптотика рiшення: O(nn+2).

Блок 2
У другому блоцi сказано, що мережа є набором пар та одиничних точок. Розглянемо цi два

варiанти окремо.
Як буде виглядати рядок ai, якщо xi = i? Ми починаємо з вузла пiд номером i та рухаємося по

зв’язках в мережi. Але зв’язок з i веде назад в i! Тому весь рядок ai буде складатися з символу,
записаного на вузлi i – si.

Тепер, як буде виглядати рядок для пари a, b, такого, що xa = b i xb = a? Розглянемо рядок
a. Перший символ дорiвнює sa, другий символ sb (тому що ми перейшли з вузла a в вузол b через
зв’язок з вузла a), третiй – sa i так далi.

Ми застрягаємо у циклi мiж вершиною a та b, тому рядок a дорiвнює sa, sb, sa . . . , а рядок b –
sb, sa, sb, . . . . Як тепер вiдновити початкову мережу?

Якщо ми маємо рядок з символiв abababa . . . , ми маємо цикл мiж двома вузлами, тому десь має
бути рядок bababab . . . . Ми можемо знайти усi такi пари та з’єднати їх мiж собою.

У випадку, коли рядок складається з одного символу ми кажемо, що вузол з’єднаний сам з собою,
тобто xi = i. Зауважте, що можлива ситуацiя, коли в початковiй мережi двi вершини були у парi
та мали однаковi символи. Це означає, що їхнi рядки складаються з такого самого символу. Якщо
ми з’єднаємо їх самих з собою, мережа буде вiдрiзнятись, але згенерована таблиця — нi, тому це не
проблема.

Асимптотика рiшення: O(n3).

Блок 3
У третьому блоцi мережа є набором зiрок. У такому випадку, у кожному рядку усi символи

однаковi, крiм першого, який може вiдрiзнятись.
Якщо у нас є рядок i типу abbb . . . , вузол i має вести в iнший вузол, чий рядок дорiвнює bbbb . . . .

Тодi знайдемо для кожного символу c номер рядка rootc такого, що вiн повнiстю складається з
символу c. Якщо такого рядка не iснує, значення rootc для цього символу нас не цiкавить.

Тепер для кожного вузла i поставимо xi = rootc, де c – другий символ рядка i. Вiдомо, що рядок
rootc повнiстю складається з символу c, тому згенерована таблиця буде абсолютно iдентичною до
тої, що у вхiдних даних.

Асимптотика рiшення: O(n2).
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Блок 4
У четвертому блоцi мережа є деревом з коренем у вузлi 1. Для кожної вершини v знайдемо

вершину p таку, що av,[1,3n−1] = ap,[0,3n−2], де av,[l,r] — символи рядка v з l-го по r-й включно (символи
в рядку пронумерованi вiд 0 до 3n− 1). Цiєї умови достатньо, щоб поставити xv = p.

Довести це досить легко, можемо зауважити, що "шлях"кожної вершини закiнчується в циклi з
однiєї вершини 1, тому що мережа це дерево (не iснує циклiв крiм кореня) i x1 = 1. Тодi ми можемо
подивитися на рядок av i побачити, що в наступної вершини xv рядка axv повинна збiгатися з рядком
av, починаючи з другого елементу.

Знайти таку вершину можна перебором, для кожної вершини є всього є O(n) кандидатiв, пе-
ревiрка двох рядкiв на рiвнiсть виконуємо за O(n).

Асимптотика рiшення: O(n3).

Блок 5
Мережа є повним циклом довжини n. Тодi ми знаємо, що кожен рядок ai складаєть-

ся з послiдовностi символiв усiх вершин, повторена тричi. Тодi для вершини v наступна вер-
шина xv повинна мати такий самий рядок, тiльки циклiчно зсунутий на один влiво. Тобто
av,1 = axv ,0, av,2 = axv ,1, . . . , av,0 = axv ,3n−1.

Найти наступну вершину можна перебором.
Асимптотика рiшення: O(n3).

Блоки 6-9
Вiзьмемо рiшення для блока 4, але трохи його розвинемо. Мережа необов’язково буде деревом,

але шлях кожної вершини точно закiнчується в циклi (з кожної вершини є перехiд i вершин скiнченна
кiлькiсть, тому присутнiсть циклiв гарантована). Тодi давайте спробуємо схожий пiдхiд.

Для вершини v знайдемо вершину p, таку що av,[1,3n−1] = ap,[0,3n−2]. У правильнiй мережi завжди
буде iснувати така вершина, але що якщо їх декiлька? В такому випадку пiдiйде будь-яка. Це все
тому, що максимальна довжина циклу, в якому закiнчується шлях з вершини v дорiвнює n, тому
якщо в рядках збiгаються першi 3n− 1 символiв, буде збiгатися i бiльше.

Але що робити з невiдомими рядками? Якщо в якийсь момент ми не можемо для вершини v
знайти потрiбну вершину, це означає, що це одна з вершин з невiдомими рядками. Немає рiзницi,
яку вершину ми виберемо, тому вiзьмемо будь-яку таку вершину та присвоїмо їй рядок av,[1,3n−1].
Але тепер маємо проблему — ми не знаємо, який має бути останнiй символ!

Вирiшити це досить просто — нам не потрiбно знати останнiй символ. У найгiршому випадку
найкоротший рядок буде довжини 2n + 1, чого достатньо, по тiй самiй логiцi, що i ранiше — серед
перших 2n символiв будуть символи усiх вершин на шляху, включаючи повний цикл мiнiмум два
рази. Це означає, що якщо першi 2n символiв рядкiв збiгаються, їх шляхи повнiстю однаковi, тому
наш алгоритм гарантовано побудує правильну мережу.

У випадку, коли усi рядки невiдомi ми можемо вивести будь-яку мережу з n вершин.
Тепер, щоб бiльш ефективно знаходити пiдходящий рядок будемо рахувати хеш рядкiв. Тобто,

для кожної вершини v додамо у список пару з номером вершини на хешу рядка av,[0,2n−1]. Тепер,
щоб знайти xv порахуємо хеш av,[1,2n] та пройдемося по списку, шукаючи однаковий хеш.

Також iснує рiшення з префiксним деревом (бором) замiсть хешiв або зi звичайним map.
Асимптотика рiшення O(n2).
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Задача 1C. Запити красот пiдмасивiв
Автор задачi: Антон Тригуб

Задачу пiдготував: Андрiй Столiтнiй
Розбiр написав: Iгнат Жарiхiн

Введемо функцiю sign(x), яка повертає 1, якщо x > 0, та 0 iнакше.
Нехай масив c розбито на k пiдмасивiв [c1, . . . , cp1 ], [cp1 +1, . . . , cp2 ], . . . , [cpk−1

+1, . . . , cpk ]. Позна-
чимо за si(1 6 i 6 k) суму i-го пiдмасиву. Тодi, краса цього розбиття — min(|s1|, |s2|, . . . , |sk|).

Якщо є такий iндекс j, що sj = 0, то просто об’єднаємо цей пiдмасив з будь-яким iз сусiднiх.
Тодi краса розбиття змiниться з min(|si|), 1 6 i 6 k на min(|si|), 1 6 i 6 k, i 6= j, що покращить (або,
у найгiршому випадку, не змiнить) вiдповiдь.

Нехай в нас є два послiдовних пiдмасиви, сума яких однакова за знаком. Тобто, є та-
ке j(1 6 j 6 k), що sign(sj) = sign(sj+1). Об’єднаємо цi два пiдмасиви в один. Їх
сума стане sj + sj+1 а краса розбиття змiниться з min(|s1|, |s2|, . . . , |sj |, |sj+1|, . . . , |sk|) на
min(|s1|, |s2|, . . . , |sj + sj+1|, . . . , |sk|). Зрозумiло, що через те, що знаки сум sj та sj+1 однаковi, то
|sj + sj+1| > min(|sj |, |sj+1|), а отже вiдповiдь не погiршиться.

Це означає, що точно знайдеться розбиття, краса якого найбiльша, а sign(si) 6= sign(si+1) для
1 6 i < k.

Блок 1
ai > 0. Всi числа додатнi, а отже для будь-якого розбиття масиву на пiдмасиви, сума елемен-

тiв кожного пiдмасиву також буде додатньою. Тому, як ми попередньо довели, можна по черзi
об’єднувати сусiднi пiдмасиви, допоки не залишиться один, при цьому тiльки покращуючи красу
розбиття. Тому, вiдповiдь для кожного запита — сума елементiв вiд al до ar. Через те, що оновлень
тут немає, таку задачу можна вирiшити за допомогою префiксних сум. Складнiсть — O(n+ q)

Блок 2
Нехай в нас є якесь розбиття на пiдмасиви, si (1 6 i 6 k) — сума i-го пiдмасиву, а також

sign(si) 6= sign(si+1) (1 6 i < k). Вiзьмемо таке j, 1 < j < k − 1. Об’єднаємо пiдмасиви j та j + 1.
Тодi утвориться ситуацiя, як показано на малюнку 1.

Масив, розбитий на пiдмасиви, та один з варiантiв його змiнення. На малюнку 0 та 1 означають sign() для
вiдповiдного пiдмасиву.
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Помiтимо, що отриманий пiдмасив за знаком точно дорiвнює або лiвому його сусiду, або правому.
Об’єднаємо його з тим з сусiдiв, з яким знаки збiгаються.

Як змiниться вiдповiдь за всю цю операцiю: спочатку в функцiї мiнiмуму було k змiнних. З них,
k − 3 не змiнились, 2 видалились, а 1 змiнна збiльшилась за модулем. Тобто, краса розбиття або
стане краще, або не змiниться.

Нескладно помiтити, що такi перетворення можна роботи, поки k > 3. Це означає, що точно
знайдеться таке розбиття, краса якого — оптимальна, а кiлькiсть пiдмасивiв в розбиттi менше або
дорiвнює трьом.

Для кожного запиту i, розбиваємо масив на [li, k1], [k1 + 1, k2], [k2 + 1, ri], для цього перебираємо
li 6 k1 6 k2 6 ri, та рахуємо красу за допомогою префiксних сум. Складнiсть – O(q · n2)

Блок 5
Нехай p — масив префiксних сум масиву a. У цьому блоцi, |pi| 6 5. Суму будь-якого пiдмасиву

[l, r] можна представити як pr − pl−1. Це значить, що сума будь-якого пiдмасиву для цього блоку
6 10, а отже i вiдповiдь 6 10.

Враховуючи те, що ми довели, що завжди оптимально розбивати на не бiльше нiж 3 пiдмасиви,
то можемо для кожного запиту i перебрати s1 та s2, i перевiрити, чи можемо ми розбити масив [li, ri]
на три пiдмасиви з сумами s1, s2 та (ali + ali+1 + · · ·+ ari)− s1 − s2. Для цього, треба прорахувати
матрицю d[i][s] = j, j — перший такий iндекс, що сума елементiв з i-го по j-й дорiвнює s.

Також, треба не забути перевiрити розбиття на 1 та 2 пiдмасиви аналогiчним способом.
Рiшення використовує O(n · C) пам’ятi та має складнiсть O(n · C + q · C2) часу, де C = 21.

Блок 3
Тут сказано, що iснує оптимальне розбиття на не бiльше нiж 2 пiдмасиви. Випадок з розбиттям

на один пiдмасив легко перевiряється за допомогою префiксних сум. Тому розбираємо випадок з
двома масивами. Вирiшимо, якщо перший пiдмасив має вiд’ємну суму, а другий додатню, а навпаки
вирiшується аналогiчно.

Нехай m це межа наших пiдмасивiв. Нескладно помiтити, що завжди оптимально брати такий
m(li 6 m 6 ri), що pm — мiнiмальний. У такому випадку, значення другого пiдмасиву дорiвнює
pr−pm, i воно, як видно, максимiзується, а отже i мiнiмум з модулiв цих величин досягає максимуму.

Реалiзувати це можна за допомогою структури даних, що вмiє вiдповiдати на запити мiнiму-
му на вiдрiзку, без оновлень. Будуємо структуру по масиву p[]. Складнiсть – O(q ∗ log2n), якщо
використовуючи дерево вiдрiзкiв.

Блок 4, 6-9
Вiдповiдати на запит за O(n2) ми вже вмiємо — для цього треба перебирати 2 межi розбиття.
Нехай у нас є цi двi межi — kl та kr. Аналогiчно до розбору блоку 3 можна довести, що не гiрше

буде взяти такi двi межi klmin та k2, що li 6 klmin 6 kl та значення pklmin
є найменшим на цьому

вiдрiзку. Аналогiчно, замiнюємо межу kr на krmax, kr 6 krmax 6 ri (Беремо максимум, адже нам
треба мiнiмiзувати третiй вiдрiзок: pri − pkr).

Тобто, з початкових меж kl та kr ми знайшли не гiршi. Через те, що на вiдповiдь впливають
лише лiвий та правий вiдрiзки, то можна ще полiпшити вiдповiдь, якщо починати пошук не з двох
меж, а з однiєї.

Виходить, для якогось j : краса = min(|minp(li . . . j)|, |maxp(j + 1 . . . ri) − sum(li . . . ri)|). Пере-
бравши j, можемо вiдповiсти на запит за O(n).

Останнє, що треба зробити, це подивитись на графiки функцiй |minp(li . . . j)| та
|maxp(j . . . ri) − sum(li . . . ri)|, li 6 j 6 ri. Обидвi функцiї, по сутi, спадають, але через наявнiсть
модулю спочатку спадають, а потiм зростають. Це дозволяє використання бiнарного пошуку для
знаходження j.

У результатi, маємо пiдтримувати на вершинах дерева вiдрiзкiв (побудованому по масиву пре-
фiксних сум) значення minp та maxp. Це дає складнiсть O(q · log22n). Запроси типу 2 перетворюють
звичайне дерево вiдрiзкiв в лiниве. Аби ж вирiшити задачу за O(q · log2n), треба застосувати кас-
кадний спуск по дереву вiдрiзкiв замiсть бiнарного пошуку.
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Задача 1D. AND Масив
Автор задачi: Костянтин Савчук

Задачу пiдготував: Костянтин Савчук
Розбiр написав: Костянтин Савчук

Припустимо, що у вхiдних даних немає нулiв.
Почнемо з пiдзадач:

Блок 1
Потрiбно реалiзувати те, що написано в умовi в будь-який спосiб. Наприклад переписавши псев-

докод з умови на вашу мову програмування.

Блок 2
Спостереження: умова if буде виконуватися не бiльше нiж b разiв, це означає, що якщо ми

можемо їх швидко знаходити, то ми вирiшили задачу.
Замiсть того щоб перебирати позицiю наступного числа як в алгоритмi з умови можемо переби-

рати значення наступного. Серед позицiй з цим значенням нас цiкавить найперша яка бiльше вже
позначених чисел. Через те, що всi числа степенi 2 перебирати значення можна за O(b).

Блок 3
Навчимося швидко обчислювати f(1, p):
Спосiб 1:
Побудувати табличку jump1[mask] = найменший iндекс i, що ai = mask, або ∞, якщо не iснує.
Тодi будемо перебирати значення наступного числа (повинно бути mask & x = 0) i виберемо те,

що зустрiчається ранiше всiх.
Можна побачити, що ми завжди беремо позицiї з бiльшим iндексом за попереднiй, якщо вiзьмемо

менший, то це протирiччя, бо могли взяти на попереднiй iтерацiї.
Спосiб 2:
Побудуємо табличку jump2[mask] = найменше значення i, так що (ai&mask) = ai (тобто ai є

пiдмаскою mask).
Тодi наступне число має iндекс jump2[2b − 1− x].
Вирiшуємо для всiх s. Можна перебирати значення s вiд n до 1 та оновлювати таблицi, так

можна обчислювати f(s, z) для всiх аргументiв.
Асимптотика

оновлення пошук
спосiб 1 O(1) O(2b)
спосiб 2 O(2b) O(1)

Блок 4
Нехай nxt =jump2[2b − 1−msk].
Можемо побачити що значення f(pos,msk) = pos + f(nxt,msk|anxt). Будемо так рахувати й

зберiгати значення f .

Блок 5
Можна побачити, що час роботи цих алгоритмiв значно вiдрiзняється. Виявляється, їх можна

поєднати i отримати щось посерединi — 2b/2 на обидвi операцiї.
Бiльш загально нам потрiбна структура, яка вмiє робити таке: Зменшити last(Y) для певного

значення Y до i.
Нехай last(Y ) — це найменший iндекс такий, що alast(Y ) = Y або 10100, якщо такого немає.

Обчислити f(X) = minY⊂X last(Y).
Роздiлимо бiтмаску X на 2 маски: Xlow = X&(2b/2 − 1) Xhigh = X& ∼ (2b/2 − 1)
Тобто Xlow — нижнi бiти, а Xhigh — верхнi.
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Тодi можна розписати визначення f таким чином:

f(X) = min
Ylow⊂Xlow

min
Yhigh⊂Xhigh

last(Ylow ∪ Yhigh)

Визначимо функцiю
g1(X) = min

Yhigh⊂Xhigh
last(Xlow ∪ Yhigh)

Тепер маємо
f(X) = min

Ylow⊂Xlow
g1(Ylow ∪Xhigh)

Якщо g перерахованi, то f можна порахувати за O(2b/2), використовуючи формулу з g. Але при
оновленнi last g також перераховується за O(2b/2), бо одне значення y впливає лише на g(X) для
O(2b/2) значень X.

Блок 6
Аналогiчно

g2(X) = min
Ylow⊂Xlow

last(Ylow ∪Xhigh)

f(X) = min
Yhigh⊂Xhigh

g2(Xlow ∪ Yhigh)

Якщо вибирати з двох визначень (через g1 або g2), то можна обчислювати за O(2popcount(X)/2).
Це покращить асимптотику через те, що бiльшiсть аргументiв мають небагато бiтiв.
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Задача 2A. Кольорова таблиця
Автор задачi: Антон Тригуб

Задачу пiдготував: Валера Гриненко
Розбiр написав: Денисов Костянтин

Символи таблицi будемо асоцiювати з кольорами, R − червоний, G − зелений, B − блакитний.
Якщо доступних кольорiв лише 2, то iснує лише два валiдних розфарбування таблицi, якi є

шаховими розфарбуваннями таблицi (червоно-зелена дошка в даному випадку). Нехай c1 та c2 −
це кiлькiсть змiн клiтинок таблицi, що треба зробити, щоб таблиця мала перше та друге шахове
розфарбування вiдповiдно. Оскiльки колiр кожної клiтинки треба змiнити тiльки в одному з цих
розфарбувань, то маємо, що c1+ c2 = n ·m. Тодi нескладно збагнути, що min(c1, c2) 6 bn·m2 c i маємо,
що можемо перефарбувати не бiльше половини клiтинок, щоб не iснувало пари сусiднiх по сторонi
клiтинок однакового кольору, чого i треба було досягти.

Якщо доступно три кольори, то одне з шахових розфарбувань вже не завжди пiдходить, тому
спробуємо трохи модифiкувати цю конструкцiю. Розглянемо шахове розфарбування дошки у чорно-
бiлий кольори. Спробуємо перефарбувати нашу дошку таким чином: змiнюємо колiр клiтинок, що
знаходяться на позицiях бiлих клiтинок у чорно-бiлий шаховiй таблицi, на червоний колiр, а iншi
клiтинки (у чорно-бiлий шаховiй таблицi вони є чорними) перефарбовуємо у зелений або блакитний
(неважливо який саме з цих) колiр, якщо вони червонi. Подiбних розфарбувань iснує 6:

1. клiтинки, на позицiях бiлих клiтинок, фарбуємо у червоний, клiтинки на позицiях чорних
клiтинок фарбуємо у якийсь з iнших кольорiв, якщо клiтинка є червоною (цей варiант було
описано вище);

2. клiтинки, на позицiях бiлих клiтинок, фарбуємо у зелений, клiтинки на позицiях чорних клiти-
нок фарбуємо у якийсь з iнших кольорiв, якщо клiтинка є зеленою;

3. клiтинки, на позицiях бiлих клiтинок, фарбуємо у синiй, клiтинки на позицiях чорних клiтинок
фарбуємо у якийсь з iнших кольорiв, якщо клiтинка є синьою.

4. клiтинки, на позицiях чорних клiтинок, фарбуємо у червоний, клiтинки на позицiях бiлих
клiтинок фарбуємо у якийсь з iнших кольорiв, якщо клiтинка є червоною;

5. клiтинки, на позицiях чорних клiтинок, фарбуємо у зелений, клiтинки на позицiях бiлих клiти-
нок фарбуємо у якийсь з iнших кольорiв, якщо клiтинка є зеленою;

6. клiтинки, на позицiях чорних клiтинок, фарбуємо у синiй, клiтинки на позицiях бiлих клiтинок
фарбуємо у якийсь з iнших кольорiв, якщо клiтинка є синьою.

Нехай R0 − кiлькiсть червоних клiтинок, що знаходяться позицiях бiлих клiтинок у чорно-бiлий
дошцi. R1 − кiлькiсть червоних клiтинок, що знаходяться позицiях чорних клiтинок у чорно-бiлий
дошцi. Аналогiчно визначаємо G0, G1, B0, B1.

Тодi розпишемо скiльки змiн клiтинок треба для кожного з 6 варiантiв:

1. G0 +B0 +R1;

2. R0 +B0 +G1;

3. R0 +G0 +B1;

4. G1 +B1 +R0;

5. R1 +B1 +G0;

6. R1 +G1 +B0.
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Покажемо, що одне з цих перефарбувань змiнює не бiльше половини клiтинок початкової таблицi.
Вiд супротивного. Припустимо, що G0 + B0 + R1 > bn·m2 c+ 1 i аналогiчно маємо ще 5 нерiвностей.
Додамо всi цi 6 нерiвностей. Маємо: 3 · (R0 +R1 +G0 +G1 +B0 +B1) > 6 · bn·m2 c+ 6.

Очевидно, що R0 + R1 + G0 + G1 + B0 + B1 = n · m. Тодi маємо, що
3 · n · m > 6 · bn·m2 c + 6 ↔ n·m

2 > bn·m2 c + 1. Маємо суперечнiсть, що завершує доведення.
Отже, одне з цих перефарбувань пiдходить. Тодi просто знайдемо, яке з них пiдходить i виведемо
отриману таблицю.

Складнiсть рiшення: O(n ·m).
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Задача 2B. Футбол
Автор задачi: Андрiй Куц

Задачу пiдготував: Андрiй Куц
Розбiр написав: Павло Цiкалишин

Блок 1
Для кожної комбiнацiї просимулюємо гру поки знову перший гравець буде робити нульову пе-

редачу, та знайдемо мiнiмальну силу гравця, що зустрiвся в процесi, це i буде вiдповiдь. Оскiльки
в такому випадку жодного разу не зустрiнеться гравець, що двiчi зробить одну й ту ж передачу, то
для кожної комбiнацiї буде максимум n · q крокiв, тому щоб знайти силу для кожної комбiнацiї нам
буде потрiбно O(n · q2) операцiї.

Блок 2
Оскiльки всi значення ai одинаковi, то вiдповiдь завжди буде рiвна першому елементу.

Блок 3
Пiсля виконання m передач м’яч перейде до гравця що знаходиться на вiдстанi l =

∑m−1
i=0 ki

вiд першого i знову буде нульова передача. Щоб м’яч повернувся до першого гравця на нульовiй
передачi, нам потрiбно зробити x раз по m передач та x · l повинне дiлитися на n, тобто ми зробимо
певну кiлькiсть повних кiл. Оскiльки n просте, то або l, або x повинне дiлитися на n. Якщо l дiлиться
на n, то нам достатньо зробити лише першim передач i знайти мiнiмум серед них, тому при переходi
вiд даної комбiнацiї до наступної нам слiд зберiгати та оновляти l, мiнiмум серед m перших передач
та на якому закiнчилися першi m передач. В iншому випадку x повинно бути рiвним n, а оскiльки
всi гравцi, що робили нульову передачу, повиннi бути рiзними, то всi гравцi будуть робити нульову
передачу i в нашiй комбiнацiї будуть всi гравцi, тобто вiдповiддю в даному випадку буде мiнiмум
серед всiх гравцiв.

Блок 4
Хоч l може бути бiльшим за n, проте нам важлива лише змiнна позицiї в колi, тому ми можемо

замiнити l на l mod n. Оскiльки x·l повинне дiлитися на n та x повинне бути мiнiмально можливим,
то x = n

gcd(l,n) . Створимо масив b, в якому ми будемо зберiгати першихm гравцiв, що робити передачi.
Тодi щоб знайти мiнiмальну силу гравця, що робив певну передачу, нам слiд знайти мiнiмум серед
сил гравцiв з номерами bi+ l ·y, де y вiд 0 до x−1. Тодi вiдповiдь для певної комбiнацiї буде мiнiмум
серед вiдповiдей для всiх передач. Щоб знаходити вiдповiдь для певної комбiнацiї за O(n), а не за
O(n2) операцiй порахуємо для кожного l вiд 0 до n − 1 вiдповiдь для кожної можливої стартової
позицiї. Помiтимо, що для кожного серед номерiв l · y + 1 вiдповiдь буде однаковою, оскiльки для
початкового номера l + 1 всi номери будуть зсунутi на 1 та номер x · y − y + l + 1 по модулю n
буде рiвний 1, аналогiчно, якщо початковим буде iнший номер. Тому, знаючи вiдповiдь для одного з
номерiв, ми можемо проставити вiдповiдь для всiх iнших зв’язаних з ним. Що дає змогу порахувати
табличку за O(n2) операцiй, тодi й складнiсть алгоритму буде O(n2).

Блок 5
Якщо поглянути на табличку, що ми зробили в попередньому блоцi, можна помiтити, що багато

рядкiв у нiй iдентичнi. Оскiльки для взаємно простих l i n, x = n та (l ·y) mod n дасть всi числа вiд
0 до n−1, то для довiльного l, що є взаємно простим з n, ми отримаємо одинаковi (l·y) mod n числа,
проте в рiзному порядку. Якщо l i n не є взаємно простими, то нехай l′ = l

gcd(l,n) та n
′ = n

gcd(l,n) , тодi
аналогiчно (l′ · y′) mod n′ дасть всi числа вiд 0 до n′ − 1, домноживши їх на gcd(l, n) ми отримаємо
всi числа, що дасть (l ·y) mod n. Отже, для рiзних l, в яких однаковий найбiльший спiльний дiльник
з n, наша табличка буде збiгатися, тому ми можемо порахувати табличку лише для степенiв двiйки
та всi l замiнити на найбiльшу степiнь двiйки, що їх дiлить. Тодi, щоб порахувати табличку буде
потрiбно лише O(n · log(n)) операцiй. Щоб за таку ж асимптотику знаходити силу комбiнацiй, слiд
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створити додатковий масив i для кожної степенi двiйки зберiгати вiдповiдь в ньому, при переходi
до наступної комбiнацiї на потрiбно буде лише оновити вiдповiдне значення в масивi на значення з
таблички, вiдповiддю буде значення в масивi для l.

Блок 6
Замiнивши степенi двiйки на дiльники числа n, в попередньому блоцi ми отримаємо розв’язок

до цього. Проте максимальна кiлькiсть дiльникiв в числа рiвна log2(n), тому асимптотика буде
O(n · log2(n)).

Блок 7
Розв’язок попереднього блоку по часу проходить цей, проте табличка, яку ми створюємо буде

завелика. Оскiльки всi числа в табличцi розбитi на блоки довжини x, що не перетинаються, то їхня
кiлькiсть буде рiвна n

x = l, також можна помiтити, що першi l чисел будуть в рiзних блоках, а далi
номера блокiв будуть iти в тому ж порядку, тому ми можемо зберiгати лише вiдповiдi для перших
l чисел, значення певного ai буде рiвне значенню ai mod n, яке є в нашiй табличцi.
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Задача 2C. Герої та Монстри
Автор задачi: Антон Тригуб

Задачу пiдготував: Андрiй Куц
Розбiр написав: Андрiй Куц

Блок 1
Через те, що кожен герой слабкiший за кожного монстра, єдиний збiр щасливих героїв — пустий.

Тому вiдповiдь дорiвнює 1 для l = 0 та 0 для l > 0.
Асимптотика рiшення: O(n+ q).

Блок 2
Нам потрiбно лише знайти значення ans1. Давайте вiдсортуємо усiх монстрiв та героїв в порядку

зростання їх сили.
Тепер будемо для кожного героя окремо перевiряти, чи ми можемо так розставити бої, щоб був

щасливий тiльки вiн. Для цього, ми повиннi поставити його у парi з монстром, який буде слабкiшим
за нього.

Останньою проблемою залишаються iншi герої — усi вони мають бути засмученi. Зауважимо,
що найслабший герой має боротися з найслабшим монстром. Якщо вiн буде боротися з бiльш силь-
ним монстром, найслабший монстр буде боротися з бiльш сильним героєм, який може виявитися
сильнiше за нього, а значить вiн буде щасливим, що нам не пiдходить.

Бiльш формально — якщо у нас є якийсь розподiл на бої, де усi герої засмученнi та найслабший
герой стоїть у парi не з найслабшим монстром, також iснує розподiл, де усi герої так само засмученнi,
але найслабший герой стоїть у парi з найслабшим монстром. Тепер найслабший герой та найслабший
монстр стоять у парi, а значить другий найслабший монстр має стояти у парi з другим найслабшим
монстром (по такiй самiй логiцi) i так далi.

Тобто, якщо у нас є множина героїв i монстрiв i ми хочемо перевiрити, чи iснує такий розподiл,
де усi герої засмученнi — сортуємо монстрiв i героїв за їх силою i ставимо їх у вiдповiднi пари. Якщо
усi герої засмученнi — таке розбиття iснує, якщо нi, то нi.

Тодi з яким монстром має боротися вибраний нами щасливий герой? Очевидно, що з найслабшим,
по подiбнiй логiцi — якщо iснують iншi пiдходящi розбиття, де це не так, iснує пiдходяще розбиття
де ця умова виконується.

Тому маємо рiшення — проходимо по усiм героям, ставимо вибраного героя у пару з найслабшим
монстром та перевiряємо, чи решта героїв будуть засмученi.

Асимптотика рiшення: O(n2).

Блок 3
У цьому блоцi фiксованi сили усiх монстрiв та героїв. Можемо зауважити, що для кожної мно-

жини героїв без найслабшого героя iснує розподiл на бої, де ця множина героїв щаслива, а усi iншi
— засмученнi.

Показати це можна конструктивно: для найслабшого героя з множини поставимо найслабшого
монстра, для другого найслабшого героя — другого монстра i так далi. Тодi кожен герой з множини
буде щасливим, тому що у кожного наступного героя як мiнiмум на один бiльше монстрiв, якi
слабкiшi за нього, нiж у попереднього героя. Через те, що найслабший герой в множинi — другий
найслабший серед усiх (перший не може бути в множинi, тому що не iснує монстра, слабкiшого за
нього), у нас завжди буде наступний монстр, який слабкiший за нового героя.

Залишилося показати, що можна зробити усiх iнших героїв засмученими. Показати це досить
легко — будемо ставити найслабшого незайнятого монстра з найслабшим героєм не з множини, доки
у нас залишилися незайнятi монстри. Легко помiтити, що кожен монстер буде сильнiшим за героя.

Тодi ansk = кiлькiсть пiдмножин героїв 2, 3, . . . , n розмiру k, що дорiвнює Cn−1
k = n−1!

k!(n−1−k)!
Маючи цi значення, легко вiдповiдати на запити, побудувавши, наприклад, масив префiксних

сум.
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Асимптотика: O(n+ q).

Блоки 4 та 7
Читаючи рiшення, можна помiтити тенденцiю — якщо ми хочемо перевiрити, чи ми можемо

зробити множину героїв S щасливими, а усiх iнших — засмученими, потрiбно поставити героїв з S з
найслабкiшими монстрами у тому самому порядку, а iнших — з найсильнiшими (теж у тому самому
порядку). Тодi давайте зразу вiдсортуємо усiх монстрiв та героїв у порядку зростання їх сили.

Давайте спробуємо розв’язати цю задачу динамiчним програмуванням.
Нехай dp[i][a][k] — кiлькiсть таких пiдмножин героїв 1, 2, . . . i, що a з них щасливi, а k — обме-

ження на кiлькiсть щасливих героїв. Базою буде dp[0][0][k] = 1 для усiх k ∈ [0, n].
Тепер маємо всього два переходи — ми або робимо героя i + 1 щасливим або нi. У першому

випадку, ми ставимо героя i + 1 з монстром a + 1 (через те, що це найслабший доступний монстр)
та переходимо в dp[i + 1][a + 1][k] (такий перехiд тiльки можливий якщо a + 1 6 k та герой i + 1
сильнiший за героя a+ 1).

У другому випадку ми ставимо героя i+ 1 з монстром k + i− a+ 1. Чому? Всього у нас буде k
щасливих героїв, тому найслабший монстр, який буде боротися з засмученими героями — монстер
пiд номером k+1. Але у нас уже є i−a засмучених героїв, кожен з яких боровся з такими монстрами,
тому найслабший доступний монстр — k+ i−a+1. У такому випадку ми переходимо у dp[i+1][a][k].
Такий перехiд можливий, тiльки якщо герой слабкiший за вiдповiдного монстра та якщо такий
монстр iснує (k + i− a+ 1 6 n).

Таким чином ми можемо порахувати усi значення dp[i][a][k]. Вiдповiдь ansk знаходиться у
dp[n][k][k].

Асимптотика: O(n3 + q).

Блок 5
У цьому блоцi нам потрiбно лише знати кiлькiсть множин S. Тодi давайте спробуємо оптимiзу-

вати попереднє рiшення.
Спочатку, давайте закинемо усiх героїв та монстрiв у один масив та вiдсортуємо його (звiсно

зберiгаючи, хто герой, а хто — монстр). Тодi нам не потрiбно окремо тримати k, щоб знати, який
монстр буде найслабшим серед тих, що виграють.

Нехай dp[i][a][t] — кiлькiсть множин героїв S серед перших i "персонажiв"(з масиву вiдсортова-
них монстрiв та героїв), таких що a з них щасливi. Тепер t = 0 означає, що усi монстри, яких ми
зустрiчали, ми поставили у пару з героями сильнiше за них, а t = 1 — хоча б один монстр стоїть у
парi зi слабкiшим героєм. Легко помiтити, що якщо ми ставимо монстра зi слабкiшим героєм, усi на-
ступнi (сильнiшi) монстри теж мають стояти у такiй парi (iнакше ми порушуємо наш оптимальний
спосiб розподiляти монстрiв та героїв на бої).

Тому ми маємо декiлька випадкiв та декiлька переходiв. Перший випадок — персонаж i це герой.
У такому випадку, ми можемо спробувати зробити його або щасливим, або засмученим. Ми можемо
зробити його щасливим тiльки, якщо t = 0 (iнакше герой мусить програти) та якщо є вiльнi монстри,
слабкiшi за нього. Перевiрити це досить просто.

Спочатку нам потрiбно знати кiлькiсть вже розглянутих героїв та монстрiв, нехай цi значення
дорiвнюють heroi та monsteri вiдповiдно. Тодi серед monsteri монстрiв a найслабкiших уже зайнятi
(через те, що вони стоять у парi з сильнiшим героєм), тому ми можемо зробити героя щасливим
тiльки, якщо a < monsteri. У такому випадку ми переходимо в dp[i + 1][a + 1][t] (не забувайте, що
t = 0 у такому переходi).

Якщо ми хочемо зробити героя засмученим ми просто не робимо його поки що щасливим, тому
що ми ще не зустрiчали монстра, сильнiше за нього. Тому просто робимо перехiд у dp[i+ 1][a][t] (у
цьому переходi t може дорiвнювати як 0, так i 1).

Тепер розглянемо випадок, коли персонаж i — монстр.
У нас знову є два випадки. Якщо ми кажемо, що монстр буде засмученим (у парi з бiльш сильним

монстром), то t має дорiвнювати 0 (iнакше бiльш слабкий монстр уже був щасливим, а значить i
усi сильнiшi монстри мають бути щасливi). Тодi ми просто переходимо у dp[i+ 1][a][t].

Якщо ж ми кажемо, що монстр буде щасливим, ми маємо спочатку перевiрити, чи iснує вiльний
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слабкий герой. Усього ми отримали heroi героїв, a з яких щасливi. Тому heroi − a з них вiльнi,
так? Не зовсiм, у випадку, коли t = 1, деякi з них можуть бути уже зайнятi iншими монстрами,
якi сильнiше. Через те, що у цьому блоцi нам неважлива кiлькiсть щасливих героїв у множиннi,
давайте просто надалi використовувати a для t = 1. Тобто для t = 1, a — це кiлькiсть героїв, якi
уже стоять у парi, i неважливо, чи щасливi вони в тiй парi, чи нi.

Тодi ми можемо зробити монстра щасливим i перейти у dp[i+ 1][a+ 1][1].
Таким чином, ми пройдемося по усiх можливих множин щасливих героїв S, i вiдповiдь буде

дорiвнювати dp[2n][n][0] + dp[2n][n][1] (через те, що ми маємо розглянути усiх персонажiв, кожен з
n героїв пiд кiнець має мати пару та серед усiх монстрiв або буде хтось щасливий або нi).

Асимптотика рiшення: O(n2 + q).

Блок 6
Попереднє рiшення виглядало перспективним, але на переходi, де монстр стає щасливим усе

ламається. У цьому блоцi ми маємо порахувати лише ansk, тому чому б не обмежити динамiчне
програмування?

Якщо ми дозволимо перехiд, де перший монстр стає щасливим (перехiд з dp[i][a][0] в
dp[i + 1][a + 1][1]) тiльки коли рiвно k монстрiв вже засмученнi, ми пiд кiнець будемо мати кiль-
кiсть тiльки таких множин S, де кiлькiсть щасливих героїв дорiвнює k.

Вiдповiдь буде так само дорiвнювати dp[2n][n][0] + dp[2n][n][1].
Асимптотика: O(n2).

Блок 8
Попереднє рiшення виглядає ще бiльш перспективним, але чи ми дiйсно маємо окремо переби-

рати k i рахувати вiдповiдь?
Виявляється, що нi. Давайте будемо рахувати два динамiчних програмування замiсть одного.

У першому ми будемо йти злiва направо (вiд найслабкiших персонажiв до найсильнiших) та бу-
демо дозволяти монстрам буде лише засмученими. У другому ми будемо йти справа налiво (вiд
найсильнiших персонажiв до найслабкiших) та будемо дозволяти монстрам лише бути щасливими.

У першому динамiчному програмуваннi усе так само як i в рiшеннi 5-го блоку, лише без переходiв,
де монстр щасливий. У другому усе так само, тiльки тепер коли ми робимо героя засмученим нам
потрiбно перевiрити, чи iснує сильнiший за нього монстр. Також i має трохи iнше значення — тепер
це означає, що ми роздивилися усiх персонажiв, окрiм i перших (найслабкiших). Ще ми навпаки
мiняємо a — ми починаємо з a = n та зменшуємо a, коли кажемо, що герой щасливий.

Iншими словами, друге динамiчне програмування — те ж саме, що i перше, тiльки ми йдемо з
кiнця до початку i робимо усiх монстрiв щасливими, а не засмученими.

Тепер загадка, як знайти ansk? Ми знаємо, що пiд час переходу з t = 0 до t = 1 ми знаємо точну
кiлькiсть щасливих героїв, чому б нам тодi не перебрати такий момент?

Пройдемося по усiм i, таким що i-й персонаж — монстр. Тепер переберемо a— кiлькiсть щасливих
героїв у момент переходу. Тодi якщо ми перемножимо dp1[i][a] та dp2[i][a] ми будемо мати кiлькiсть
таких множин S, де кожен герой з S щасливий, усi iншi засмученнi, та |S| = кiлькiсть засмучених
монстрiв, тобто monsteri − 1 (бо ми зробили усiх монстрiв до i засмученими).

Таким чином ми переберемо усi варiанти, де хоча б один монстр щасливий. Варiант, де усi
монстри сумнi порахуємо окремо в лоб. То ж пiд кiнець ми маємо усi значення ansk, порахувавши
лише двi ДП, тому ми можемо з легкiстю вiдповiсти на усi запити.

Асимптотика: O(n2 + q).
Бонус: розв’яжiть задачу за O(n+

√
(n log n)/64 + q).
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Задача 2D. Занулити пiдвiдрiзок
Автор задачi: Костянтин Денисов

Задачу пiдготував: Костянтин Денисов
Розбiр написав: Костянтин Денисов

Спершу зробимо декiлька загальних мiркувань, що знадобляться в рiшеннях.
Навчимося рахувати f(b). Розглянемо деякий масив b1, b2, . . . , bm. Нехай y — найстарший бiт, що

зустрiчається у числах масиву b.
Твердження 1. Необхiдно буде збiльшити x (змiнна з умови) так, щоб вiн був не менший за 2y. Це

так оскiльки iнакше ми жодним чином не зможемо прибрати бiт y у числах, в яких вiн зустрiчається
у нашому масивi.

Тодi виходить, що всi числа, що меншi за 2y можемо "занулити"(зробити рiвними нулю) викори-
стовуючи рiвно одну операцiю на цих числах (колись x стане рiвне bi 6 2y i тодi ми використаємо
операцiю XOR з цим елементом, щоб зробити його рiвним 0). Оскiльки менше операцiй, щоб "зану-
лити"цi числа, зробити не можна, тодi маємо, що так робити оптимально.

Отже, маємо, що тепер залишилося визначити, що робити з числами, якi бiльшi за 2y.
Твердження 2. Числа масиву, що бiльшi за 2y можна гарантовано "занулити"за двi операцiї.

Дiйсно, якщо маємо число bi > 2y, то можемо коли x = 2y виконати операцiю XOR з bi та коли
x = bi ⊕ 2y.

Нехай k − кiнцеве значення змiнної x пiсля виконання всiх операцiй. k > 2y. Тодi можемо всi
числа, що менше або рiвнi за k, "занулити"за одну операцiю, а всi iншi за двi операцiї. Нескладно
збагнути, що за такого k оптимальнiше не зробити.

Нехай g(k) − кiлькiсть чисел у масивi b, що менше або рiвнi за k. Тодi щоб "занулити"всi числа
масиву з таким кiнцевим значенням x, що дорiвнює k, треба виконати k+m+ (m− g(k)) операцiй:
k операцiй збiльшення змiнної x, m операцiй XOR на кожне з чисел масиву та ще m− g(k) операцiй
для чисел, що "зануляємо"за двi операцiї.

Тодi маємо, що треба знайти мiнiмум функцiї k+2·m−g(k) для k > 2y. Оскiльки 2·m не залежить
вiд k, то треба знайти мiнiмум функцiї k − g(k). Нескладно довести, що мiнiмум досягається на
деякому k < 2y +m.

Блок 1. Кiнцеве значення x буде дорiвнювати або 2y або a1, де y − найстарший бiт числа a1.
Тодi вiдповiдь за запит буде min(2y + 2 ·m, a1 +m).

Блоки 2, 3. Кiнцеве значення x буде дорiвнювати або 2y, де y − найстарший бiт чисел з пiдвiдрiз-
ку запита. Далi залишилось визначати скiльки чисел менше або рiвнi за 2y на вiдрiзку, що можна
зробити перепiдрахувавши префiкснi суми для кожного можливого y.

Блок 5. Достатньо було знайти мiнiмум функцiї за k − g(k) за O(n) при цьому вiдсортувавши
поточний масив запиту за O(n log(n)).

Блок 4. Оскiльки числа на пiдвiдрiзку вже вiдсортованi, то це дозволяє знайти мiнiмум функцiї
k − g(k) за O(log(n)) використовуючи дерево вiдрiзкiв.

Блок 6. Створимо структуру даних, що дозволить поступово додавати елементи до неї та шукати
мiнiмум функцiї k − g(k), що допоможе розв’язати цей блок. Наведена далi структура даних буде
використовуватись у повному рiшеннi.

Маємо m можливих значень 2y 6 k < 2y + m. Створимо для кожного такого з цих значень k
окрему вершину. У вершинi k = 2y запишемо значення 2y−g(2y). В вершинi, що вiдповiдає значенню
k = i > 2y запишемо число i− g(i)− (i− 1− g(i− 1)) = 1− cnt(i), де cnt(i) − кiлькiсть елементу i у
масивi b. Мiж вершинами, що вiдповiдають значенням k та k+1 проведемо ребро. Тобто побудували
такий бамбук.
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Нескладно помiтити, що сума значень вершин на шляху вiд вершини, що вiдповiдає k = 2y, до
вершини з k = t дорiвнює t − g(t). Тодi мiнiмiзацiя t − g(t) еквiвалентно знаходженню шляху, що
проходить через вершину 2y та мiнiмiзує суму вершин на шляху.

Побудуємо структуру даних, що знаходить мiнiмум k− g(k) та пiдтримує додавання елемента у
масив b. Вважатимемо, що всi числа, що додаватимуться матимуть один i той самий старший бiт y,
аналогiчно будуватиметься структура, що працює незалежно вiд того який старший бiт, у числах,
що додаються.

Побудуємо систему неперетинних множин (СНМ) з n вершин (n − загальна кiлькiсть чисел у
всьому масивi a), де вершина i вiдповiдає значенню k = 2y+i (тут i вiд 0 доm−1 включно). Початко-
во в масивi немає чисел, тому значення записане в кожну вершину, крiм першої, 1−cnt(2y+i) дорiв-
нює 1. Ми намагаємось знайти шлях мiнiмальної суми значень вершин, що проходить через першу
вершину. Неформально кажучи, якщо ми вибрали початкову вершину шляху, то ми хочемо дiйти до
першої вершини, але на шляху до неї наразi є "штрафнi" вершини, що додають 1 до значення шляху.
Отже, початково всi вершини крiм першої є "штрафними". Початково ans := min(k − g(k)) = 2y −
змiнна, що зберiгає поточний мiнiмум в структурi.

Навчимося додавати нове число у структуру. Нехай додається число v, що вiдповiдає вершинi i
в СНМ. Якщо ця вершина є "штрафною" , тобто значення у вершинi дорiвнює 1, то нове значення
1− cnt(v) стане рiвне 0 i вершина перестане бути "штрафною". Якщо ж вершина вже не є "штраф-
ною" , то коли ми проходитимемо через неї, то значення на шляху зменшуватиметься чого ми й
прагнемо. Спробуємо за рахунок такого "бонусу" цiєї вершини прибрати iншу штрафну вершину
на шляху до першої вершини, а саме знайдемо найпершу "штрафну" вершину злiва вiд поточної
й прибираємо з неї штраф. Якщо ж такої вершини немає, то значить ми можемо дiйти до першої
вершини без перешкод ("штрафних" вершин), тому вiднiмемо вiд поточного мiнiмуму 1. Найпершу
"штрафну" вершину злiва можна шукати СНМом, якщо оновлювати його вiдповiдним чином.

Формально, для додавання нового числа й оновлення поточного мiнiмуму ми робимо наступне:

1. Будуємо СНМ на n вершинах та iнiцiалiзуємо ans := 2y;

2. Кожна компонента у СНМ буде якимось неперервним вiдрiзком вершин, i пiдтримуємо iн-
варiант, що найлiвiша вершина у компонентi буде "штрафною" (крiм найлiвiшої компоненти,
оскiльки перша вершина нiколи не є "штрафною");

3. Коли додається число v, то знаходимо компоненту в СНМ, де знаходиться вершина, що вiдповi-
дає цьому числу. Також знаходимо сусiдню компоненту злiва у СНМ до знайденої та об’єднуємо
їх у одну, бо ми прибрали штраф з найлiвiшої вершини поточної компоненти;

4. Якщо ж такої сусiдньої компоненти злiва немає, то вiднiмаємо вiд ans одиницю i не змiнюємо
жодним чином структуру СНМ;

5. ans − буде поточним мiнiмумом шуканої функцiї.

Якщо використовувати СНМ зi стиском шляху та ранговою евристикою, то можемо оновлювати
структуру амортизовано за O(λ(n)), де λ(n) — обернена функцiя Акермана.

Блок 7. За допомогою дерева вiдрiзкiв можемо пiдтримувати мiнiмум k − g(k), крiм того воно
буде пiдтримувати видалення елемента, що дозволяє використовувати алгоритм Мо з видаленнями
i матимемо рiшення за O(n

√
n log(n)).

Блок 8. Опишемо рiшення задачi, коли запити подаються в офлайнi (коли всi запити вiдомi за-
здалегiдь). Рiшення в онлайнi буде розв’язуватись схожим чином. Наступну технiку можна назвати
як алгоритм Мо без видалень.

Розiб’ємо наш масив на блоки довжиною
√
n. Тепер вiдсортуємо нашi запити по блоку, в якому

знаходиться лiва границя запиту. Розглянемо запити, що починаються у одному такому блоцi i нав-
чимося знаходити на них вiдповiдi. Створимо порожню структуру, що описували вище (для кожного
блоку вона будується наново). Вiдсортуємо цi запити по правiй границi, будемо вiдповiдати на них
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по її збiльшенню. Нехай r − права границя блоку в якому знаходяться лiвi границi запитiв. Поч-
немо додавати до нашої структури числа масиву починаючи з r + 1. Нехай наразi вiдповiдаємо на
запит [x, y], тодi додаємо до нашої структури числа з r+1 до y. Оскiльки y (права границя запитiв)
збiльшується, то щоб оновлювати структуру не треба її перебудовувати кожен раз, а лише додавати
новi числа, що не були доданi на момент пошуку вiдповiдi на попереднiй запит. Отже, зараз маємо,
що майже всi числа масиву з вiдрiзка [x, y] доданi в поточну структуру. Не доданi лише числа з
вiдрiзка [x,min(r, y)]. Таких чисел не бiльше нiж

√
n, що небагато i дозволяє обробити кожен з них

окремо при пошуку вiдповiдi на запит. На жаль, ми не можемо додавати цi числа в нашу струк-
туру, бо тодi вона змiниться, а видаляти елементи ми не навчилися. Натомiсть вiдкатувати змiни
пiсля додавання цих елементiв також не спрацює достатньо швидко, оскiльки оцiнка додавання в
структуру є амортизованою.

Тодi треба якимось спецiальним чином обробити цi нашi елементи, що не додали до структу-
ри. Розглянемо їх у порядку зменшення їх значень (щоб не сортувати масив з близько

√
n чисел

кожен раз, то вiдсортуємо елементи кожного блоку окремо i будемо проходити по всiм елементам
блоку в порядку спадання значень елементiв i перевiрятимемо чи елемент є у поточному вiдрiзку
[x,min(r, y)]). Якщо додавати елементи в такому порядку, то компоненти, якi ми розглядатимемо
в СНМ, будуть також розглядатися в спадному порядку i тодi ми можемо зберiгати вказiвник на
останню компоненту, що ми мали б об’єднати в СНМ, коли б додавали елемент в структуру. Фак-
тично, ми просто моделюємо поведiнку структури, не додаючи до неї елементiв. Щоб моделювання
було простiше робимо, то робимо це у порядку спадання елементiв.

Можна було б оброблювати цi елементи iнакше (схожим чином будемо робити в рiшеннi для
онлайн запитiв). А саме знайти першi

√
n компонент у СНМ i далi проходитися по елементах з

вiдрiзка [x,min(r, y)] та iгнорувати елементи, що знаходяться не в перший
√
n компонентах, бо вони

вже не повпливають на вiдповiдь. Тобто фактично ми робимо менший СНМ на
√
n вершинах, коли

вiдповiдаємо на кожен запит i його вже змiнюємо як захочемо.
Таким чином ми навчилися вiдповiдати на запити. Оцiнимо складнiсть роботи програми: не

бiльше
√
n разiв ми додамо елемент в нашу велику структуру; для кожного запиту ми ще додатково

розглядаємо O(
√
n) елементiв, тому маємо, що рiшення має складнiсть O((n+ q) ·

√
n · λ(n)).

Блоки 9, 10.
Щоб вiдповiдати на запити в онлайнi дiятимемо схожим чином як офлайнi (Блок 8). Оскiльки ми

не знаємо запити наперед, то побудуємо нашу структуру для кожного вiдрiзку блокiв (тобто беремо
якийсь неперервний вiдрiзок блокiв i додаємо у структуру даних всi числа, що в ньому мiстяться).
Тепер щоб вiдповiсти на запит треба буде додати не бiльше 2 ·

√
n елементiв злiва та справа вiд

вiдрiзка блокiв. Тодi зберiгатимемо 2 ·
√
n перших компонент структури i вiдповiдатимемо на запити

аналогiчно до другого методу описаного в рiшеннi для офлайну. Складнiсть рiшення зберiгається,
але зараз використовуємо O((n+ q) ·

√
n) пам’ятi.

Сторiнка 17 з 17


