
Всеукраїнська юнiорська та дiвоча олiмпiади з iнформатики 2023. Фiнал
Польща, Кракiв, 22 квiтня 2023

Задача A. Рухомi точки
Щоб розв’язати цю задачу, вам потрiбно було прийти до наступних спостережень:

1. Завжди оптимально для кожної крапки вибрати напрямок її руху та потiм рухати її в тому
напрямку. Це нескладно побачити, оскiльки якщо ми хочемо перемiстити крапку з позицiї x
до x+d, то ми можемо витратити лише d ходiв, i всi вони будуть виконанi в одному напрямку.

2. Якщо крапку не можна об’єднати з iншою крапкою, то вона може не рухатися взагалi. Ми
хочемо мiнiмiзувати кiлькiсть крапок, що залишилися на лiнiї, тому якщо перемiщення цiєї
крапки не впливає на кiлькiсть крапок, то ми можемо взагалi не рухати цю крапку.

3. Нехай x1, x2, x3, . . . , xn (xi 6 xi+1) є початковими позицiями крапок, а di = xi+1 − xi. Ми
можемо помiтити, що для того, щоб об’єднати двi пiдрядковi крапки i та i + 1, нам потрiбно
витратити щонайменше di часу. Доведiмо, що для обраної пiдмножини крапок A ми можемо
об’єднати всi крапки, використовуючи рiвно

∑
j∈A

dj часу. Щоб об’єднати всi крапки за цей час,

ми можемо перемiщати всi крапки, наприклад, вправо. Переберемо всi iндекси i вiд 1 до n− 1,
якщо i належить до A, то ми можемо перемiстити i-ту точку вправо та об’єднати з iншою
крапкою.

Ми знаємо, що для заданої пiдмножини рухомих точок A ми можемо отримати вiдповiдь, яка
дорiвнює n−|A|, витративши на це

∑
j∈A

dj часу. Ми можемо мiнiмiзувати необхiдний час, вибираючи

найменшi можливi значення dj . Один зi способiв реалiзувати це — створити масив d, вiдсортувати

його, створити iнший масив prefi =
i∑

j=1

dj i бiнарним пошуком знайти максимальний розмiр A, якого

ми можемо досягти.
Загальна часова складнiсть складає O((n+ q) log n).
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Задача B. Mex перестановки
Ми хочемо знайти кiлькiсть перестановок a, для яких f(a) = F для заданого масиву F .
Нехай масив a на початку буде пустим. Ми будемо заповнювати його значеннями пiд час обходу

масиву F . Якщо ми зараз перевiряємо позицiю i масиву F (F0 = 0), то ми повиннi помiстити в масив
a Fi − Fi−1 значень. Ми повиннi розмiстити цi значення у перших i позицiях масиву a, оскiльки в
iншому випадку вони не впливатимуть на значення mex i-го префiкса масиву a. Отже, ми повиннi
вибрати Fi−Fi−1 позицiй з невикористаних позицiй i-го префiкса, нехай це значення буде freei. Ми
можемо пiдтримувати цi значення пiсля розмiщення елементiв та змiни префiкса. Отже, вiдповiдь
на задачу дорiвнює добутку A(freei, Fi − Fi−1) по всiх i.

Щоб швидко знаходити значення A(n, k), нам потрiбно знати значення n! та 1
(n−k)! . Перше значен-

ня можна попередньо обчислити за лiнiйний час. Оберненi факторiали також можна обчислити за
лiнiйний час. Нехай invn = n!md−2, де md = 998244353. Тодi можна сказати, що invi = invi+1 · (i+1).

Загальна складнiсть розв’язку дорiвнюватиме O(n).
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Задача C. Нудна задача
Маємо деякi визначення з умови.

f(s) =

n∑
i=1

n∑
j=i

|si − sj |

cost(s) =

n∑
i=1

n∑
j=i

f(s[i..j])

Можемо розкрити формулу для cost наступним чином:

cost(s) =
n∑

i=1

n∑
j=i

f(s[i..j]) =
n∑

l=1

n∑
r=l

r∑
i=l

r∑
j=i

|si − sj |

Тепер можна помiтити, що cost можна представити як:

cost(s) =
n∑

i=1

n∑
j=i

|si − sj | · ki,j

Для деяких цiлих чисел ki,j — кiлькiсть разiв, скiльки |si − sj | зустрiчається в формулi cost.
Фактично, для фiксованих i, j можна сказати, що ki,j = i · (n − j + 1), оскiльки лише вiдрiзки, якi
мiстять обидва цi елементи, можуть мати таку рiзницю, i кожен з цих сегментiв мiстить її рiвно
один раз.

cost(s) =
n∑

i=1

n∑
j=i

|si − sj | · i · (n− j + 1)

Тепер введiмо функцiю g(i) i представимо cost за допомогою g:

g(i) =
i∑

j=1

|si − sj | · j · (n− i+ 1) +
n∑

j=i

|si − sj | · i · (n− j + 1)

2 · cost(s) =
n∑

i=1

g(i)

cost(s) =

∑n
i=1 g(i)

2

Таким чином, якщо деякий елемент змiнюється, то ми можемо оновити cost за час O(g) — час,
необхiдний для обчислення g(i). Якщо ми оновлюємо позицiю p i змiнюємо її символ на c, змiна
вартостi дорiвнює costnew = cost− g(p) + g′(p), де g′(p) — значення g(i) пiсля змiни sp на c.

Без будь-яких складних структур даних i обчислення g в O(n), ми отримуємо рiшення в
O(n2 + nq), яке може отримати 34 бали.

Тепер ми спробуємо знайти g(i) в O(log n) з O(n log n) попередньої обробки. Для цього ми зби-
раємо всi дужки та модулi.

g(i) =
i∑

j=1

|si − sj | · j · (n− i+ 1) +

n∑
j=i

|si − sj | · i · (n− j + 1) =

=

i∑
j=1, sj<si

(si − sj) · j · (n− i+ 1) +

i∑
j=1, sj>si

(sj − si) · j · (n− i+ 1) +

+
n∑

j=i, sj<si

(si − sj) · i · (n− j + 1) +
n∑

j=i, sj>si

(sj − si) · i · (n− j + 1) =

Сторiнка 3 з 11



Всеукраїнська юнiорська та дiвоча олiмпiади з iнформатики 2023. Фiнал
Польща, Кракiв, 22 квiтня 2023

= (n− i+ 1) · (
i∑

j=1, sj<si

(si · j − sj · j) +
i∑

j=1, sj>si

(sj · j − si · j) ) +

+i · (
n∑

j=i, sj<si

(si · (n− j + 1)− sj · (n− j + 1)) +
n∑

j=i, sj>si

(sj · (n− j + 1)− si · (n− j + 1)) ) =

= (n− i+ 1) · (
i∑

j=1, sj<si

si · j −
i∑

j=1, sj<si

sj · j +
i∑

j=1, sj>si

sj · j −
i∑

j=1, sj>si

si · j ) +

+i · (
n∑

j=i, sj<si

si · (n− j+1) −
n∑

j=i, sj<si

sj · (n− j+1)+
n∑

j=i, sj>si

sj · (n− j+1) −
n∑

j=i, sj>si

si · (n− j+1) ) =

= (n− i+ 1) · (si · (
i∑

j=1, sj<si

j −
i∑

j=1, sj>si

j) −
i∑

j=1, sj<si

sj · j +
i∑

j=1, sj>si

sj · j ) +

+i · (si · (
n∑

j=i, sj<si

(n− j + 1)−
n∑

j=i, sj>si

(n− j + 1)) −
n∑

j=i, sj<si

sj · (n− j + 1) +
n∑

j=i, sj>si

sj · (n− j + 1) )

Тепер ми досягли формул сум, де кожна сума залежить лише вiд j. Використовуючи цi фор-
мули, ми можемо пiдтримувати цi значення в структурi даних, яка дозволяє додавати в точцi та
запитувати суму на сегментi — наприклад, дерево вiдрiзкiв або бiнарне iндексоване дерево. Але
ми все ще не знаємо, як знайти суму по всiх j, таких що sj < si або sj > si. Рiшення для цього
досить просте, давайте пiдтримувати 26 таких структур даних, щоб пiдтримувати цi значення, i-та
структура даних представляє i-ту малу лiтеру англiйського алфавiту.
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Задача D. Граф? Ви впевненi?
Спочатку ми розв’язуватимемо задачу з першим i другим типами запитiв, i запити другого типу

будуть заданi пiсля виконання всiх запитiв першого типу. Надалi ми будемо збiльшувати обмеження
на c.

По-перше, нам потрiбно перевiрити, чи належать вершини a i b однiй компонентi. Для цього
ми можемо використовувати СНМ (Система Неперетинних Множин). Якщо вони належать рiзним
компонентам, ми повиннi вивести −1. Вiдтепер припустiмо, що a i b належать однiй компонентi.

1. c = 1. Простий шлях вважається хорошим, якщо кожне значення, записане на ребрi, має
парну кiлькiсть входжень. Оскiльки тут c = 1, всi числа, записанi на ребрах, рiвнi, тому ми
повиннi перевiрити, чи є довжина простого шляху парною. Довжина шляху мiж вершинами
a i b дорiвнює da + db − 2 · dlca(a,b), де dv позначає вiдстань вiд v до деякої кореневої вер-
шини, а lca(a, b) позначає найменшого спiльного предка a i b. Оскiльки нам потрiбна тiльки
парнiсть довжини, ми можемо сказати, що парнiсть довжини шляху збiгається з парнiстю
da + db − 2 · dlca(a,b) ≡ da + db (≡ da ⊕ db, де ⊕ - це операцiя XOR). Ми можемо вибрати будь-
яку вершину як корiнь, обчислити da i db з неї та використовувати для обчислення парностi
пiзнiше.

2. c 6 8. Використовуючи iдею з попереднього рiшення, ми можемо досягти алгоритму, схожого
на хеш. Скажiмо, що якщо колiр i має непарну кiлькiсть входжень на шляху, то i-й бiт числа
буде дорiвнювати 1. Використовуючи цю логiку, ми можемо розширити попереднiй алгоритм
до XOR вiдстаней.

3. c 6 4 · 109. Якщо ми спробуємо застосувати той самий трюк тут, то це займе 2c пам’ятi, що
очевидно занадто багато. Якщо ми почали хешувати, продовжмо хешування? Скажiмо, що
hash(value) = x, де x - випадкове число в дiапазонi [0; 263). Тепер ми можемо перевiрити, чи
є шлях хорошим, дивлячись на XOR хешiв значень. Якщо вiн дорiвнює нулю, то цей шлях є
хорошим, iнакше нi. Чому це працює? Насправдi це не працює з ймовiрнiстю 100%. Однак ми
можемо довести, що ймовiрнiсть хибно позитивної вiдповiдi цього алгоритму настiльки мала,
що нею можна знехтувати.

Як це довести? По-перше, припустiмо, що всi числа, якi XORуються, попарно рiзнi. Подиви-
мось на кожен бiт окремо. Коли ми XORуємо з новим числом, ми XORуємо кожен бiт з 1 або 0.
Таким чином, нове значення кожного бiту буде дорiвнювати 0 або 1 з однаковою ймовiрнiстю
— 1

2 . Таким чином, мати 0 в кожному бiтi одночасно дорiвнює (12)
b, де b - це кiлькiсть бiтiв у

числi.

Оскiльки у графi ми маємо O(n2) шляхiв, i кожен шлях може мати колiзiю, ймовiрнiсть колiзiї
становить n2

2b
≈ 2 · 10−14.

Тепер ми збираємося розв’язувати задачу з повними обмеженнями. Ми хочемо якось зберiгати
значення XOR хешiв на шляху вiд будь-якої вершини до її кореня (оскiльки може бути бiльше однiєї
компоненти). Ми можемо зробити це, використовуючи DSU та злиття вiд меншого до бiльшого.
Введiмо деякi визначення:

• root — rootv - коренева вершина вершини v;

• xr — xrv - XOR хешiв на шляху вiд v до rootv;

• sz — szv - розмiр компоненти, з v як коренем компоненти;

• cntroot,xor - кiлькiсть xrv = xor, таких що rootv = root;

• ansv - кiлькiсть хороших шляхiв у компонентi з коренем v;

• total - загальна кiлькiсть хороших шляхiв у всiх компонентах.

Коли ми хочемо додати ребро вiд a до b з номером num на ньому, ми зробимо наступне:
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1. Скажiмо, що A = roota i B = rootb;

2. Якщо szA > szB, тодi ми помiняємо a з b, i A з B;

3. Тепер ми додаємо всi вершини v з компоненти з коренем A, до компоненти з коренем B:

(a) Зробимо rootv = B;

(b) Зробимо xrv = xrv ⊕ xra ⊕ hash(num) ⊕ xrb. Це можна виразити наступним чином: ми
йдемо вiд вершини до її кореня, потiм до вершини a вiд кореня, потiм проходимо нове
ребро i йдемо вiд вершини b до її кореня. Якщо ми проходимо деякi вершини двiчi, вони
не будуть враховуватися в XOR;

(c) Додамо cntB,xrv до ansB та total;

(d) Пiсля обробки всiх вершин додамо 1 до cntB,xrv для кожної вершини v у компонентi з
коренем A.

4. Додамо szA до szB;

5. Додамо ansA до ansB.

Тепер, щоб вiдповiдати на запити, ми робитимемо наступне:

• Для запиту першого типу виконуємо описаний вище алгоритм;

• Для запиту другого типу перевiряємо, чи належать вони до однiєї компоненти, roota = rootb,
i чи xra = xrb. Якщо значення XOR рiвнi, то вiдповiдь YES, в iншому випадку вiдповiдь NO;

• Для запиту третього типу виводимо ansrootu ;

• Для запиту четвертого типу виводимо total.

Чому це достатньо швидко? Трюк зi злиттям "вiд меншого до бiльшого"доволi поширений. Вiн
працює за O(n log n), оскiльки кожен елемент зi множини змiнює свiй корiнь не бiльше, нiж O(log n)
разiв. Коли ми змiнюємо кореневу вершину, це означає, що розмiр множини, до якої ми додаємо
цi вершини, є бiльшим або рiвним поточному розмiру. Таким чином, розмiр отриманої множини
принаймнi вдвiчi бiльший за розмiр меншої множини.

Проте, оскiльки cnt — масив map, через те, що значення XOR можуть бути занадто великими,
отримуємо загальну складнiсть задачi O(n log2 n).
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Задача E. Iмпульс м’ячей
Цю задачу можна вирiшити за допомогою двох вказiвникiв. Давайте вiдсортуємо обидва масиви

так, щоб wi 6 wi+1 та pi 6 pi+1. Тепер для кожного елемента масиву w ми збираємося знайти
найменший елемент у масивi p, з яким цi кульки утворять гарну пару. Пара (i; j) називається гарною,
якщо будь-яка iнша пара (i′; j′) (i 6= i′ i j 6= j′) має важкiсть спiймати її менше або дорiвнює важкостi
спiймати пару (i; j). Очевидно, що чим бiльше wi, тим менше pj нам потрiбно. Таким чином, давайте
триматимемо вказiвник на найменший елемент у p, який утворює гарну пару з i. Поки ми можемо
утворити пару (i; j − 1), ми можемо зменшувати j. Отже, вiдповiдь - це сума n − j + 1 для всiх
значень j для кожного i.
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Задача F. Типова задача на запити
Спершу, давайте проаналiзуємо умови гарностi вiдрiзка, якi наведенi в умовi:

• len(S) > L — для вiдрiзка [l; r] потрiбно бути r − l + 1 > L або r − L+ 1 > l⇔ l 6 r − L+ 1;

• avg(S) 6 C —
∑

Si

|S| 6 C ⇔
∑

Si 6 C · |S| ⇔
∑

(Si − C) 6 0.

Таким чином, на початку ми можемо вiдняти C вiд кожного елемента a i перевiрити, чи iснує
вiдрiзок iз сумою менше або дорiвнює нулю.

Ми можемо використовувати префiкснi суми для швидкого обчислення суми на вiдрiзку, так що
нехай prefi =

∑i
j=1 aj , отже sum[l; r] = prefr−prefl−1. Оскiльки ми хочемо мiнiмiзувати цю суму, ми

можемо зафiксувати r i взяти val = maxr−Li=1 prefi, таким чином prefr− val буде мiнiмальною сумою
вiдрiзка S з len(S) > L. Якщо для будь-якого r ця сума менше або дорiвнює нулю, то вiдповiдь —
YES.

Виконання цього призводить до складностi O(n · q).
Зробимо перше i найважливiше спостереження: якщо в якийсь момент вiдповiдь — YES, то пiсля

будь-якого запиту оновлення вiдповiдь залишиться YES.
Ми можемо використовувати бiнарний пошук для знаходження першого моменту входження YES

в вiдповiдi. Давайте застосуємо першi t операцiй до масиву i перевiримо, чи iснує хороший вiдрiзок
S.

Як ми можемо перевiрити це за лiнiйний час? Давайте створимо масив bi = ai − ai−1 (a0 = 0),
отже, якщо ми додаємо x до вiдрiзка [l; r], масив b змiнюється лише в двох позицiях: bl = bl + x та
br+1 = br+1 − x. Ми можемо вiдновити масив a так: ai =

∑i
j=1 bi.

Пiсля знаходження першого моменту t нам потрiбно вивести t NO вiдповiдей i q−t YES вiдповiдей.
З урахуванням описаного рiшення ми досягли кiнцевої складностi O(n log q).
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Задача G. Запити на деревi
Позначимо cur як значення XOR всiх вершин початкового графа, а szv як кiлькiсть вершин у

пiддеревi вершини v. Простежимо, як змiнюється cur пiд час виконання запитiв. Якщо szv непарне,
то значення cur змiниться на cur⊕ x, де ⊕ позначає операцiю побiтового виключного АБО, iнакше
воно залишиться незмiнним. Пам’ятаючи про двi властивостi 0⊕x = x i x⊕x = 0, це спостереження
є очевидним.

Тепер подивимось на cur по бiтам. Ми можемо порахувати кiлькiсть дерев, де цей бiт включений,
нехай це буде f(bit), тодi ans =

∑
bit f(bit) · 2bit. Як порахувати f(bit)? Розглянемо деякi випадки:

1. Жоден запит не змiнює значення bit-го бiта:

(a) cur має bit-й бiт включеним — f(bit) = 2q;

(b) Iнакше — f(bit) = 0.

2. f(bit) = 2q−1 iнакше.

Першi два випадки досить очевиднi, тепер слiд довести останнiй випадок. Нехай cnt0 - кiлькiсть
запитiв, якi не змiнюють bit-й бiт у cur, i cnt1 = q − cnt0. Розглянемо два випадки, коли bit-й бiт у
cur включений i не включений.

Припустимо, що bit-й бiт включено, тодi ми повиннi вибрати парну кiлькiсть запитiв, якi змiню-
ють bit-й бiт в cur. Також, ми можемо використовувати будь-якi запити, якi не змiнюють bit-й бiт
у cur.

f(bit) = 2cnt0 ·
∑
i=0

C(cnt1, 2i) = 2cnt0 ·
∑
i=0

(C(cnt1 − 1, 2i− 1) + C(cnt1 − 1, 2i))

= 2cnt0 ·
∑
i=0

C(cnt1 − 1, i) = 2cnt0 · 2cnt1−1 = 2cnt1+cnt0−1 = 2q−1

Якщо припустити, що bit-й бiт не включено, то можна дiяти за тiєю ж логiкою: вибрати будь-якi
запити, якi не змiнюють bit-й бiт у cur, i вибрати непарну кiлькiсть запитiв, якi змiнюють bit-й бiт.

f(bit) = 2cnt0 ·
∑
i=0

C(cnt1, 2i+ 1) = 2cnt0(2cnt1 −
∑
i=0

C(cnt1, 2i))

= 2cnt0 · 2cnt1−1 = 2cnt1+cnt0−1 = 2q−1

На цьому доведення завершено. Загальна складнiсть розв’язку дорiвнює O(q log x), що дорiвнює
O(60 · q) у цiй задачi.
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Задача H. Охоронець Антон
Давайте розглянемо деякi рiшення з рiзною асимптотикою.
Перше рiшення має складнiсть O(n!). Ми можемо перебрати порядок вiдвiдування вершин, ви-

користовуючи next_permutation. Потiм перевiряємо, чи виконується умова deeporderi 6 deeporderi+1

для всiх 1 6 i < n. Тут deepv позначає мiнiмальну кiлькiсть дорiг, якi потрiбно подолати, щоб
дiстатися з вершини v до вершини 1. Для обчислення вiдстанi мiж двома вершинами ми можемо
використовувати або LCA за O(log n), або просто BFS за O(n).

Друге рiшення використовує подiбну iдею. Ми можемо використовувати dp по масках, i оскiльки
iснує лише O(2n) станiв, i ми легко можемо обходити їх, переходячи до вершини, до якої ми можемо
дiйти i де ще не були. Це працює за O(2n · n · log n).

Давайте зробимо перше важливе спостереження. Ми можемо подивитися на граф за рiвнями. На
рiвнi i будуть всi вершини v з deepv = i. Позначимо множину цих вершин як layerdeepv . Нехай dpv -
це мiнiмальна вiдстань для вiдвiдування всiх вершин u, таких що deepu 6 deepv, дотримуючи умов
в умовi. Ми можемо вибрати початкову вершину на попередньому рiвнi та перебрати всi можливi
порядки вiдвiдування вершин на наступному рiвнi. Ми можемо використовувати два пiдходи, якi
вже були згаданi вище. Перший алгоритм матиме складнiсть O(

∑n
i=1 |layeri| · |layeri+1|!), а другий

- O(
∑n

i=1 |layeri| · 2|layeri+1|).
Ми можемо використовувати iдею з попереднiх двох пiдзадач - нам потрiбно спробувати зробити

перехiд вiд рiвня на глибинi i до рiвня на глибинi i+ 1. Зробимо ще одне важливе спостереження:
Для множин вершин T = layeri, S = layeri+1 з |S| > 1, де L = lca(S) (LCA - найнизчий спiльний

предок), нам потрiбно пройти всi ребра пiддерева вершини L до вершин на рiвнi i + 1 один або
два рази. Позначимо суму ребер в цьому пiддеревi як sumedges. Конкретно, якщо ми розпочнемо з
вершини u на рiвнi i i закiнчимо на вершинi v на рiвнi i+1, тодi dpv = dpu+2·sumedges−dist(u, v). Ми
можемо довести це наступним чином. Коли ми доходимо до будь-якої вершини p, яка має невiдвiданi
вершини r ∈ S(r 6= v), тодi нам потрiбно перейти до цього пiддерева та вiдвiдати всi вершини r до
виходу з нього. Отже, ми переходимо до сусiдньої вершини та назад, проходячи кожне з цих ребер
двiчi. Таким чином ми вiдвiдуємо ребра, що належать до шляху, тiльки один раз.

Пiсля того, як ми знайшли формулу для перерахунку значень dp на наступному рiв-
нi, ми досягли складностi O(

∑n
i=1 |layeri| · |layeri+1| · log n). Давайте проаналiзуємо формулу

dpv = min dpu + 2 ∗ sumedges − dist(u, v). Для всiх вершин v ∈ S обчислюємо мiнiмальне значен-
ня dpu − dist(u, v), де u ∈ T . Це можна зробити за лiнiйний час. Спочатку розкладемо dist(u, v)
на dist(u, LCA(u, v)) + dist(v, LCA(u, v)), де LCA(u, v) - найнижчий спiльний предок вершин u
i v. Оскiльки ми обчислюємо мiнiмальне значення dpu − dist(u, LCA(u, v)), ми повиннi зберiгати
minpath1,t,minpath2,t - два мiнiмальних значення dpu − dist(u, t); r у вершинi t, де u знаходиться
в пiддеревi r i u ∈ T , а r - син вершини t. Припустимо, що minpath1,t,1 6= minpath2,t,1. Для t ∈ T
ми просто зберiгаємо dpt, t, для t /∈ T ми обчислюємо мiнiмум, знаходячи два мiнiмальнi значення
mindist1,r,0 −Wu,v; r, де Wu,v - вага ребра вiд u до v. Далi припустимо, що t дорiвнює LCA(u, v).
Тодi:

1. min dpu − dist(u, v) = minmindist1,t,0 − dist(u, t) для mindist1,t,1 /∈ Parentsv;

2. mindist2,t,0 − dist(u, t) для mindist2,t,1 /∈ Parentsv;

Де Parentsv = parentv ∪ Parentsparentv .
Ми перерахували значення minpath знизу вгору. Тепер давайте пiдемо в зворотньому напрямку

- зверху донизу - i пiдтримуватимемо value - мiнiмальне значення частини формули dp. Давайте
проштовкнемо значення вiд v′ до його дiтей, тодi для всiх u′ 6= mindist1,v′,1 i parentu′ = v′ ми
добавимо в u′ мiнiмальне значення mindist1,v′,0 −Wv′,u′ i value−Wv′, u′, тодi для u′ = mindist1,v′,1
ми добавимо в u′ мiнiмум mindist2,v′,0 −Wv′,u′ i value −Wv′, u′. В результатi ми матимемо value в
u′ ∈ S, що позначає мiнiмальне значення формули переходу dp.

Таким чином, ми можемо вирiшити цю задачу за O(max deepv · n), що, ймовiрно, буде O(n2).
Тепер у нас є практично робоче рiшення, давайте спробуємо подумати про деякi вершини, якi

насправдi не впливають на вiдповiдь. Ми можемо вилучити такi вершини. Нехай вершина v пiд
час перерахунку dp на рiвнi i до рiвня i + 1 є важливою, якщо в неї є принаймнi два важливих
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сина. Вершини на рiвнi i + 1 є важливими. Якщо вершина не є важливою, її можна вилучити з
графа. Доведемо, що при наявностi c вершин на рiвнi i + 1 загальна кiлькiсть важливих вершин
на рiвнях, менших або рiвних i, не перевищує c. Оскiльки кожна важлива вершина має принаймнi
двох важливих синiв, кiлькiсть вершин на попередньому рiвнi зменшується принаймнi вдвiчi. Отже,
c+ c

2 + c
4 + c

8 + · · · = 2 · c.
Ми помiчаємо, що ми видаляємо деякi вершини на попередньому рiвнi. Є два такi випадки:

• Вершина v має 0 важливих синiв - ми можемо довести, що нiколи не є оптимальним розпочати
з v на попередньому рiвнi i закiнчити в якiйсь вершинi u на наступному рiвнi. Розгляньте
кiлькiсть разiв, коли ми проходимо через ребро вiд v до його батька. Оскiльки ми закiнчили
в v, ми проходили через нього один раз на попередньому рiвнi. Якщо ми хочемо розпочати
з вершини v, ми мусимо пройти через нього знову. Таким чином, ми пройдемо через нього
двiчi. Однак, якщо ми намагаємося розпочати з деякої вершини u, яка має важливих синiв,
кiлькiсть разiв, коли ми проходимо через кожне ребро, не змiниться, за винятком ребра вiд v
до його батька.

• Вершина v має 1 важливого сина - ця вершина вилучається, але ми використовуємо її для
перерахунку значень dp.

Ми повиннi бути обережнi з деякими речами пiд час реалiзацiї:

1. Є лише 1 вершина на наступному рiвнi. Нам потрiбно перерахувати dp, використовуючи батька
вершини;

2. Корiнь дерева може бути вилучений - будьте обережнi з цим.

Отже, якщо ми можемо стиснути граф за допомогою описаного алгоритму, ми можемо досягти
складностi O(

∑n
i=1 2 · |layeri|), що дорiвнює O(2 · n) = O(n).

Зрештою, ми вирiшили цю задачу за лiнiйний час. Для кращого розумiння рекомендую вам
перевiрити авторське рiшення.

Посилання на мiй розв’язок: https://pastebin.com/TJLQWjzC
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